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TD 9
Filtrage linéaire - CORRIGE

Ex. 2 Filtre moyenneur

1. On reconnait la fonction de transfert d’'un filtre passe-bas du ler ordre. On peut controler le comporte-
ment passe-bas sur le circuit, en remplagant le condensateur par son dipole équivalent a basse fréquence
(w — 0) et & haute fréquence (w — 400).

Pour justifier le comportement asymptotique, on peut partir de la fonction de transfert

1
, avec wp= —, (1)

H(jw) 7

I+
et la simplifier & basse fréquence et & haute fréquence.

Pour w < wp (basse fréquence) H(jw) ~ 1. On en déduit pour le gain : G(w) = |H(jw)| ~ 1 et Gap(w) =
20log G(w) ~ 0. Cela correspond & une asymptote horizontale d’équation y = 0 a basse fréquence dans le
diagramme de Bode en gain. En effet, I’échelle des fréquences est logarithmique donc le domaine des basses
fréquences (f = w/(2m) — 0) est renvoyé & —oco sur 'axe des abscisses. De méme ¢(w) = arg H (jw) ~ 0, ce
qui correspond & asymptote horizontale d’équation y = 0 & basse fréquence dans le diagramme de Bode en
phase.

Pour w > wy (haute fréquence) H(jw) =~ J% On en déduit pour le gain : G(w) = [H(jw)| ~ “0 et

0
G(w) = 20log G(w) ~ —20log(w/wp). Cela correspond a une asymptote d’équation y = —20 X 2 (pente —20
dB/décade) & haute fréquence dans le diagramme de Bode en gain. De méme p(w) = arg H(jw) ~ —7, ce
qui correspond & asymptote horizontale d’équation y = —3 rad = —90° a haute fréquence dans le diagramme

de Bode en phase.

2. D’aprés le diagramme de Bode en gain, les signaux de fréquences supérieures ou égales & 1000 Hz subissent
une atténuation d’au moins 40 dB (Ggp(f) < —40 dB) par rapport aux basses fréquences dont 'amplitude
n’est pas modifiée (Gap(f) ~ 0).

3. Posons fy = ;J—O. D’aprés la fonction de transfert, p(wg) = —7/4 rad = —45°. On en déduit fo = 10 Hz

i

sur le diagramme de Bode en phase. Alternativement on sait que Gag(fo) = —3 dB et la lecture diagramme

1
. AN.
2x foC'

de Bode en gain peut confirmer fy = 10 Hz. La résistance R est alors donnée par R =

-

4. Posons u.(t) = Uy + Uey cos(2m f1t 4+ we1) + Uea cos(27 fol + @ea), avec Uy = 2V, Uy = 1V, Ueg = 5V,
we1 = 7/3r1ad, pe2 =0, f1 = 1000Hz et fo = 2000 Hz. Calculons Ueffet du filtre sur chacune des composantes.

La composante continue correspond a un signal de fréquence nulle. Comme le gain vaut 1 a fréquence nulle,
la composante continue est inchangée par le filtre.

Pour la composante de fréquence f; on a Gap(f1) = —40dB, soit G(f1) = 0,01, et ©(f1) ~ —7/2 rad.
Pour la composante de fréquence fy on a Gag(f2) ~ —46 dB, soit G(f2) ~ 0,005, et p(f2) ~ —7/2 rad.

Ainsi, le signal de sortie est | ug(t) =2+ 0,01 - cos(27 - 1000¢ + %) + 0,025 - cos(27 - 2000t — g) , avec les

mémes unités que 1’énoncé.

5. Ce signal créneau a une fréquence 100 fois supérieure a la fréquence de coupure (10 Hz) du filtre. Toutes les
harmoniques sont donc dans la partie coupante du filtre. D’aprés la question précédente, le fondamental a
1000 Hz est multiplié par 0,01, I’harmonique de rang 2 a 2000 Hz par 0,005. Les harmoniques suivantes sont
de plus en plus atténuées. La partie variable du signal est donc atténuée d’un facteur supérieur a 100 par
rapport a la valeur moyenne (ici 2 V). On peut considérer que le filtre se comporte comme un moyenneur.
En sortie on observe un signal constant de 2 V.

6. Le mode AC de l'oscilloscope coupe la valeur moyenne. La partie variable ayant été coupée par le filtre, il ne
reste donc qu’une tension nulle & afficher. On observe un signal triangulaire de méme fréquence que 'entrée
en augmentant la sensibilité verticale car le filtre se comporte en toute rigueur comme un intégrateur pour
ces fréquences.
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Ex. 3 Etude d’un filtre en sortie ouverte puis en charge, calcul d’une
fonction de transfert

1. A basse fréquence la bobine se comporte comme un fil, on a donc u,(t) ~ 0. A haute fréquence, elle se
comporte comme un interrupteur ouvert, on a donc ug(t) ~ ue(t). On en déduit que le filtre est passe-haut.

2. La fréquence de coupure & —3dB du filtre est , sa bande passante est [w¢; +00].

3. A basse fréquence (w < wp), le filtre se comporte comme un dérivateur. On peut retrouver ce résultat en
exprimant la fonction de transfert (cf. Ex. 1 et cours).

4. On note Z I'impédance équivalente a l'association en paralléle de L et R,,.

A 1 1 1 1
La fonction de transfert du filtre est H = 7 +HZ|\ =1 TRY, ;avec Y = Z\I = R, + m En développant
R, RR, , Hy
es calculs et en posant Hy Rt et w L(R—|—Ru)’on rouve | H (jw) 1—jﬂ
w

On retrouve la forme de la fonction de transfert de 'Ex.1, multipliée par le facteur Hy. Sans refaire toute
I’étude de I’'Ex.1, on peut directement étudier le comportement asymptotique de la fonction de transfert.

w

Enw — 0, on a H ~ EHO, soit G ~ iHo7 Gas ~ 20log Hy — 2010g( ) (soit une asymptote de
w1 w1

w1
pente +20dB/dcade et d’ordonnée & 'origine 20log Hy) et ¢ = g On peut remarquer que Hy < 1, donc
20log Hy < 0.

En w — 400, on a H — Hy, soit G — Hy, Gag — 20log Hy et ¢ = 0.

Le diagramme de Bode du filtre est donc le suivant :

—‘2 —}]. ﬁGdB } ? log(w/wl)
20log Hy,

-40

log(w/w1)

5. Ce filtre est équivalent au précédent si| R, > R|

Ex. 4 Filtre de Hartley

1. Introduisons la tension u(t) aux bornes du condensateur, cette tension est aussi celle aux bornes des deux
inductances en série.

R L

—
Ue(t) u(t) T__ C L | us(t)

Notons Z,, I'impédance de 'association en paralléle du condensateur d’une part et des deux bobines en série
d’autre part.

Zpk . Ue U

En réprésentation complexe, on a : u = R+2Z, = 511 =1 +7;Xp’ avec Y, = 1/Zp I’admittance de
4, .
I'ensemble condensateur et bobines en paralléle, soit Y, = jCw + m
D’autre part, la relation du diviseur de tension d i JLw L C
I r relation iviseur nsion donne aussi Uy = ————U= U= ————.
autre part, la relation du diviseur de tension do Us = Tt iLw 5 211 RY,)
jLw
) Usg 1 1/2 R
On a donc H(jw) = = = = = = .
= R 25 L
ue 200HRY,) L ipoy s B HEY oroe 4
2jLw R
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En introduisant

0 Lw  Lwwy
r — =
R Rwo

wo =

1

jLw/R

———|,onadonc: H(jw)=
5LC H(5)

2

- .
2jLw/R— — +1
J w/ wz"‘

0
Lwo 1 /L
R RV2C

L 1 L 1
= ;(Jwiozﬁ %wio,Enposant m = , et H0:§ , on a donc bien
HoQ’I’ﬂg
H(jw) = =0 7| (2)
1+2m? — 2
wo wo

2. A basse fréquence (w — 0), H(jw) ~ 2ij0i7 alors G(w) ~ ZmHoi et Gap(w) ~ 20log(2mHy) +
wo wo
201og (i), soit une asymptote de pente +20 dB/décade et d’ordonnée a l'origine 20log(2mH,) . On en
wo
déduit 8 = 20log(2mHy) = 201log(m).
. L 1 /L
Avec lexpression précédente de m, on trouve | 8 = 20log Voo ) = —43 dB |
2jmHy - . .
A haute fréquence (w — +00), H(jw) ~ 72('00 = —2jmHy—2, alors G(w) ~ 2mHy— et Gap(w) ~
w w w
wp
20log(2mHy) — 201log (ﬁ), soit une asymptote de pente -20 dB/décade et d’ordonnée & lorigine § =
wo
20log(2mHy) .
1
De plus, en w = wg, H(jwo) = Hy G(wy) = Hy = 3 et ’ a = Ggp(wp) =201log (1/2) = —6 dB ‘
3. A basse fréquence (w < wo), H(jw) ~ ZmHOE7 le montage a donc un comportement dérivateur, ce que ’'on
w
peut confirmer a l'aide du diagramme de Bode (pente de +20 dB/décade en gain et phase de +7/2 rad).
A haute fréquence (w > wo), H(jw) ~ 2mH0ﬂ, le montage a donc un comportement intégrateur, ce que
Jjw
l'on peut confirmer a 'aide du diagramme de Bode (pente de -20 dB/décade en gain et phase de -7/2 rad).
4. Le signal d’entrée est la somme de deux signaux : la composante continue (de fréquence nulle) et un signal
sinusoidal de pulsation wy.
1
Or, G(0) =0, G(wo) = 5 et p(wp) = 0.
P . E
On en déduit , s1(t) = G(0) x Ey 4+ G(wo) x Ej cos(wot + ¢(wp)), soit | s1(t) = 5 cos(wot) |-
5. La pulsati t 2n L zo
. La pulsation wy vaut wg = — = —— = —.
P ’ T T 3/2LC 3
Numériquement, les trois premiéres harmoniques ont pour pulsations :
wy = 23,6 x 10°rads™" |, [ 3wy — 70,7 x 10°rads™" | et | 5wy — 118 x 10° rad-s~ |
4F5y 4FE 4F
Les amplitudes respectives des trois premiéres harmoniques sont 207 3 20 ot 3 20
T 7r 7T
L’allure du spectre de ex(t) est donc :
Amplitude
20 |
T
| 1
w2 3ws Bwo w
6. Pour chaque harmonique, on peut calculer numériquement ’amplitude de I’harmonique d’entrée, le gain et

I’amplitude de ’harmonique de sortie. Les résultats sont regroupés dans le tableau ci-dessous :
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harmonique Amplitude d’entrée (V) Gain Amplitude de sortie (V)
wWo 1,27 G(w2) = 2.65e — 3 3.38¢e-3
Swa 0,42 G(3w2) = 0,5 2.12e-1
5wa 0,25 G(bwg) = 6.63¢ — 3 1.69e-3

L’harmonique & 3wy du signal de sortie est celle dont Pamplitude est la plus importante (environ 60 fois plus

grande que celle de ’harmonique & ws et 125 dois plus grande que celle de 'harmonique & 5ws).

Le spectre du signal de sortie est donné ci-dessous :

Amplitude
2,12x 1071 VE--------m- -

w2 Swo Swo w

Le signal de sortie est presque une sinusoide d’amplitude 3wy, d’olt le nom de tripleur de fréquence.

Remarque : on pourrait placer un circuit amplificateur (& ALI par exemple) en aval du filtre pour retrouver

la valeur de I'amplitude d’entrée.

Hy

Remarque : la fonction de transfert de ce filtre peut s’écrire sous la forme | H(jw) = 7 ( »
IT+5- (2 —

wo

wo ’
w

c’est & dire la forme de la fonction de transfert d’un filtre passe-bande d’ordre 2 de facteur de qualité () =

L ot

2m

de gain maximal Hy pour w = wy . Numériquement ) = 71. Le diagramme de Bode a toutes les caractéristiques
du filtre passe-bande d’ordre 2 vu en cours. L’intérét évident de ce filtre est d’obtenir un facteur de qualité trés

grand avec des composants usuels.



