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TD 18

Forces centrales

Ex. 4 Lancement d’un satellite. Vecteur de Laplace-Runge-Lenz.

1.
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Dans tout le probléme, le systéme étudié est le satellite assimilé & un point matériel M de masse m,
dans le référentiel géocentrique supposé galiléen. En suivant ’énoncé, introduisons un repére cartésien
(O,ﬁm,ﬁy, 7z), représenté sur la figure ci-dessous. On y a repéré la position initiale du satellite et sa
vitesse initiale.
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Le systéme n’est soumis qu’a la force gravitationnelle ? =— U, exercée par la Terre, avec r = [lOM]|

et 77,:

r2

+|2!

d — R
. On applique le théoréme du moment cinétique au satellite : 0 - ./\/lo(?) , avec fo =mOM AT le

— ey
moment cinétique calculé au point O et MO(E) — OM A F le moment de la force F calculé au point O.
La force F étant centrale, Mo(F') = 0 et Lo(t) = cste. En utilisant les conditions initiales, OM (t =

0) = (Rp+ho) Uz et U(t=0)= voﬁy, on en déduit fo(t) = m(Ry + ho)vo W+ | . Le moment cinétique

%
étant conservé, la trajectoire du satellite est contenue dans le plan orthogonal & L o, c’est-a-dire
le plan (Oxy) .

Y

3. On introduit le systéme de coordonnées polaires (r,6) dans le plan (Ozy) ,
ainsi que la base de projection mobile (7r, 79) associée.
—

Les éléments cinétiques du point M s’écrivent : OM = P, et U =

T?'“ﬁ,- —|—.7"979 . On en déduit lexpression du moment cinétique : Lo(t) =

mr(t)20(t) ., . Puisque le moment cinétique est une constante indépendante

du temps, il vient finalement : | 7(t)20(t) = cste = C = (Rp + ho)vo |-

0

. Voir exercice correspondant dans la capacité numérique du cours.
. Voir exercice correspondant dans la capacité numérique du cours.
. Voir exercice correspondant dans la capacité numérique du cours.

. Essayons de montrer que % = 6> .
dE a7 A Lo dé, dR _ d4v dZo 4w,
— = ——-GM. @—:—/\f 7 A - GM . 1
dt dt LT dat  dt o+ dt LT (1)
v F  GM -
De plus, d’aprés le PFD appliqué au systéme, T —TTﬁr . On a déja montré que dg‘to = 6>
m r

Enfin, dgr =0 y. Ainsi :
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_LAgTﬁT A (mr?0d ) — GMym i g = 0| car WA, =—Ty. (2)

r

AR _
dt

Le vecteur ﬁ est constant.
On cherche a exprimer ﬁ en coordonnées carté;siennes. Puisque ﬁ est constant, on peut le calculer a 'instant
initial ¢ = 0, en utilisant ¥ (t = 0) = vo W, , Lo =mCu, , et U (t =0) = w; . Ainsi

ﬁ = voﬁy A (mCﬁz) — GMrmU , & ﬁ = (vao — GMTm) U (3)

Finalement, ﬁ = R, U, | avec ‘ R, = m(Cvg — GMr) ‘ .

o
. Un calcul direct, utilisant I’expression de ﬁ en coordonnées cartésiennes, donne ﬁ -OM = (Rmr)ﬁw A, =

R, cos(f) . Une deuxiéme méthode, utilisant la définition de ﬁ conduit a :

ﬁO—J\j = (7/\70)-0—]\>4—GMTm7T-O—]\>4 = ﬁO—J\)l = (70/\0—]\>4)-7—GMTmr = mC2—GMpmr . (4)

Finalement : | K - OM = rR, cos(f) = m(C? — GMyr) |.

La derniére égalité conduit a :

c? c?

. mC> _ G Mz _ GMr (5)
GMrm + Ry cos(0) 1+ Gﬁ;m cos(fd) 1+ (6:67;\]401“ —1) cos(0)
CQ CUO . . TP . L,
En posant |p = Gl et|e= Gy 1|, on arrive bien a ’équation demandée.

(RT + ho)’l)g
GMr

GM-
— Si|yg = T Jalorse=0et la trajectoire est un cercle. C’est bien la vitesse d’un satellite sur
(RT + ho)

une orbite circulaire.

[ GM 2GM:
— Si (RTi‘FThO) < < m alors 0 < e < 1 et la trajectoire est une ellipse.

2G M.
— Si|vg = (Ri—i—Z) alors e = 1 et la trajectoire est une parabole. On reconnait la vitesse de libé-
T 0

ration du satellite, c’est-a-dire la vitesse minimale nécessaire pour que le satellite quitte I’attraction
gravitationnelle de la Terre.

En utilisant 'expression de la constante des aires C = (Rt + ho)vy, il vient e = —1.

2GM
— Enfin, si | vy > T lalorse > 1etla trajectoire est une hyperbole.
(Rt + ho)

L’énergie mécanique F,, du satellite s’écrit :

1 .9 242 GmMT 1 .9 mC2 GmMT
Emzim(r —i—r@)—T:imr—i—Qﬂ— >

ou dans la derniére égalité 'on a fait usage de la constante des aires.

Le systéme n’étant soumis qu’a des forces conservatives, E,, eﬂme constante indépendante du temps que
Pon peut évaluer a l'instant initial + = 0. A Vinstant initial, OM(t = 0) = (R + ho) W et ¥ = oy ,
c’est-a-dire (t = 0) = 0 et 7(t = 0) = 0 (la position initiale correspond au périgée, point de 'orbite le plus
proche de la Terre).

L’équation polaire de la trajectoire donne alors r(t = 0) = (R + ho) = ﬁ . En réinjectant dans E,, on
trouve :

2(1 2 1 1 2 1
B, - mC=( 2—&—6) _ GmMr(1+e) _ mGMr(1+e)?)  GmMr(l+e) N ~ GmMry 1—e?)).
2p P 2p P 2p
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On en déduit que si e < 1 alors F,,, < 0 ce qui correspond a un état lié (en 'occurence une ellipse), si e = 1
alors E,, = 0 et la trajectoire est une parabole, et si e > 1 alors E,, > 0 et la trajectoire est une hyperbole.

Remarque 1 : Dans le cas d'une ellipse, le demi-grand axe est donné par

r@=0)+r@=m 1
p TR0 Y ) e .
2 2\1+e 1-—e¢ 1 —e2
On retrouve le résultat classique : F,, = —GWQLS/IT . Pour décrire géométriquement l’ellipse, on a besoin de

deux paramétres indépendants. L’équation de la conique conduit naturellement & choisir p et e mais on
pourrait trés bien choisir a et e. L’énergie mécanique des orbites elliptiques ne dépendant en fait que du
demi-grand axe a et non de I’excentricité e, on peut ainsi construire une infinité d’orbites elliptiques ayant
la méme énergie mécanique mais des excentricités différentes.

Remarque 2 : Le vecteur ﬁ controle 'excentricité de orbite. En effet : R, = m(Cvg — GMr) = GmMre .



